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Arbeitsblatt - ,Grenzwert und Stetigkeit*

l. Verhalten (Grenzwert) einer reellen Funktion f(x) im Unendlichen

Definition: Eine Zahl G heil3t Grenzwert einer reallFunktion f fir x gegenr o bzw. gegen
—o, wenn fir jede Folge gk aus dem Definitionsbereich D(f) mitim X, =+ bzw.
Nn- oo
lim x, = —c die Folge der Funktionswerte (ffx gegen G strebt (konvergiert): lim f(x) =G
X — +00

n- o

bzw. lim f(x)=G.

X — —00

Beipiel: fi(x)=¢e", - D(f) ={x: -0 < x < +oo}

20t
15+

10 ¢

— T \
-3 -2 -1 1 2 3
lim f (x)= lim e =0 lim f,(x) = lim e =+
X - —00 X - —00 X - —00 X - —00
lim f (x)= lim e =+ lim f,(x)=lim e * =0
X — +00 X — +00 X — +00 X — +00
Aufgaben: Berechnen Sie fur folgende FunktionenGlienzwerte (Verhalten) im Unendlichen!
(Hinweis: Vereinfachen Sie die Funktion so weig widglich vor der Grenzwertbildung.)
2x-1 2x—2
@ f(0= () f(x)=
X x-1
2+ X 2x% +2x% +3x+3
© f(0=—7 @  f(x)=—
X (X* =x+2)[(x+1)
4x? -1 2x3 -1
e f(x= U] f)=—F——
(2x-1) [(2x+1) X“—=Xx+2
2x3 +3x-1 7x3 +3x? -12
@ f(0= (h ()=

3x% +2x% -7x-14 -3x* +2x2 +17x -4

Il. Grenzwert einer reellen Funktion f(x) an einer Stelle X
(A) Einseitige Grenzwerte

Definition: Die Zahlen G bzw. G heil3en linksseitiger bzw. rechtsseitiger Grenzwearer reel-
len Funktion f fir x gegengxwenn fir jede Folge gk (z.B. %=Xo-1/n bzw. ¥=X,+1/n) aus dem
Definitionsbereich D(f) mit den Eigenschaften

() <X bzw. x>Xx, furallen,

(b) lim x, =X,

Nn- oo
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die Folge der Funktionswerte (ffx gegen G bzw. G strebt (konvergiert): lim . f(xX) =G, bzw.
X—Xg—

lim f(X)=Gg.
X-Xp+0
Beispiel 1 f(X)=——— , X =2, limh, =0
(x-2) n- oo
X, =2-h,
GL = ﬁrg]_oﬁ: |Hw%:|iﬁl4__2hg :4_§[O:g:+00
x-2-0(x=2)% n-=((2-h )-2)* n-=(-h,) 0

rechtsseitiger Grenzwert: X, =2+h,

. 2(2+h,) _4+2h, 4+2(0_4
Gg = lim > =lim———"— = lim ST = =40
CRox-2? me(zan)-2f me nE 020

1000 |
800 *
6(1),
400 +
R\
-2 2 4 6
Beispiel 2 £(%) X+2 fur x<2 « =2
eispiel 2: = : =
(x-3)% fur x=2" °
linksseitiger Grenzwert: G = Iirz']OX+2: lim(2-h,)+2=1lim4-h =4

rechtsseitiger Grenzwert: G, = XIirzllo(x -3)?% = L'To((z +h,)-3) = L'To h?-2h, +1=1
6|
i

?,

2 2 4 6

Aufgaben: Bestimmen Sie die linksseitigen undrdightsseitigen Grenzwerte folgender Funktio-
nen an der Stellgk

(a) f(X)=X27_X—2_il, Xo =1 (b) f(x):ZZZ(—;ZX, X, = —4

© f(x) = g far O<xs3’ X, =3

x-1 fir x>3
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@  f9= (x-2)>+5 fir -co<x<2 s
2x+1 fir x>2 0
3—)5(’2 fir -0o<x<0

€@ (=1, . % =0

X .

(x+1)2 fuir x=0
7x+13

f f(x)=——————, x,=-2

(f) ()= e %o @)

(B) Grenzwerte

Definition:
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—-2X+6

f(X)=———
o X2 —3x -3

Sind bei einer reellen Funktion f demksseitige und der rechtsseitige Grenzwert an

einer Stelle xgleich, dann besitzt f(x) inpgden Grenzwert G = G=Gz: G = lim f(x).
X

X =2

. X+2 fir x<2
Beispiel: f(x) =

3+(x-3)% fur x=22'

- X0

G, = lim x+2=lim(2-h,)? =lim4-4h +h? =4

X-2-0

n- oo

rechtsseitiger Grenzwert:

n-oo

Gy = lim 3+(x-3)° =3+lim((2+h,)-3)* =3+limh*-2h +1=4

n- oo

n-oo

— Grenzwert: Iirr12f(x):4
X—
8
J
:
2 2 4 6
Aufgaben: Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgerfelenktionen an der Stellg!x
2x+2 2x+2
a f(x)= , X =1 b f(x) = , X =-1
(a) (x) 2oy o (b) (x) 2oy o
3
X“+2 X+2
C fX)=————, % =0 d fX)=————, X, =2
© 1 X(x-1) @ = e
x—-4 fur x<1
() f(x= 2 i ;X =1
(x+D)“-1 far x=1
—-(x+4)% fur x<-2
f f(x) = , X ==-2
® ) {x2+2x—2 far x>-2 " °
2 2
X —2x+5 3(x?% -1
@ f(=——"—, %=0 (h) f(x):Q’ X, = -1
COSX 1+ X
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lll.  Stetigkeit einer reellen Funktion f(x) an einer Stelle x

Definition: Eine in % und einer Umgebung von, xefinierte reelle Funktion f heil3t an der Stelle
Xo stetig, wenn der Grenzwert der Funktion an di&telle existiert und mit dem dortigen Funktions-

wert f(xo) Ubereinstimmt: lim f(x) = f(x,).
X= X0

1-x fir x<1
fo(x) =4 3 fur x=1
x-1 fir x>1

1-x fur x<1

Beispiel: f.(X) = ,
19 {x—l fur x=1

— f1(X) ist stetig inx, =1, denn f; (1) =1-1=0 und Iirn1 f1(X) = 0 stimmen Gberein.
X -

4

2 2 a
— f,(x) istnicht stetiginx, =1, denr- und Iirn1 f,(x) =0 stimmen nicht Gberein.
X -

4

Aufgaben: Uberprifen Sie, ob die gegebenen Fumdticstetig sind! (Hinweis: Bestimmen Sie
zuerst die fur die Stetigkeit kritischen (d.h. mélge Unstetigkeiten) Punktg ger Funktionen!)

—-xX—7r far X<-1T
(@) f(x)=4 sinx fur —-m<x<m (b) f(x)={
—-X+m for X> 7T

3x-2 fir x<-1
(x-13® fur x=-1

T <1 2+x for x<-1
x fur x<-
(c) f(x) :{ . (d) f(x)=< 1 fur -1<x<1
x=1 fur x=-1 .
x+1 far x>1
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2
M+4 : X<—2
X+2 i fur x<O
e f(x)={ (x+2)* : -2<x<1 (f) f(x) =12
3_ Xx+12 fur x=0
4(X—1X)+1 : x>1
X_
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L6
l.

(@ 2 (b) 2 (c) 0 (d) 2

e 1 H o (9 23 (hy 0

ILA.

(a) von links: + oo von rechts: + o (Polstelle gerader Ordnung)

(b) von links: —oo von rechts: + o (Polstelle ungerader Ordnung)

(© von links: 1 von rechts: 2 (Sprungstelle)

(d) von links: 5 von rechts: 5 (stetig in ¥=2

(e) von links: + oo von rechts: 0O (Sprungstelle)

() von links: % von rechts: % (stetig in -

(9) von links: -2 von rechts: -2 (stetig ind

I.B.

(@ to (b)y -1 () +o (d) 49

(e) 3 () von links: -4, vonrechts: -2 (kéamenzwert, Sprungstelle)
@ 5 (hy -6

1.

(a) stetig inXy, = =77 und in Xy = +7T

(b) unstetig inX, = -1 (Sprungstelle)

(© unstetig inX, = -1 (Sprungstelle)

(d) stetig inX, = —1 und unstetig inX, =1 (Sprungstelle)
(e) stetig inX, =1 und unstetig inX, = -2 (Sprungstelle)

() unstetig inX, =0 (Sprungstelle)



